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1. Wprowadzenie

Niech wszystkie instrumenty finansowe utworza pewien zbiér oznaczony jako I, stanowigcy nadzbiér

dla zbioréw: instrumentéw bazowych I (in. zrédet ryzyka) oraz instrumentéw pochodnych 17, tak ze
I = I*UIP. Spoéréd elementéw zbioru I¢ wybierzmy jedno zrédlo ryzyka I, tj. I® € I%, natomiast
spoéréd elementéw zbioru 1P wybierzmy podzbiér opcji 179, w ktérym pewien reprezentatywny egzem-
plarz opcji okreslany bedzie jako I%°, gdzie I%° € 17 1P,
Budowa derywatéw opcyjnych stanowi wyzwanie inzynierskie zaréwno na etapie projektowania tychze in-
strumentéw i ich adaptacji wobec zbioru zrédet ryzyka 14, jak i wigzania z innymi obiektami. Zwlaszcza
ze wzgledu na praktycznie nieograniczone mozliwosci konstrukeji instrumentéw pochodnych. Skutkuje
ponadto postawieniem odpowiednich wymagan przede wszystkim wobec metod numerycznych. Bogata
reprezentacje tej grupy metod stanowi przyblizona w pracy galaz metod siatkowych opartych na konfi-
gurowalnych, wielomianowych rozktadach zmiennych losowych determinujacych trajektorie zrédta ryzyka,
ktérym w przypadku opcji 17° jest reprezentacja zbioru I* — tu w postaci — I®.

Z perspektywy metody siatkowej, okreslonej za pomoca i-tych punktéw czasu t(i) oraz j-tych
realizacji zrédta ryzyka i wycen opcji wprowadzenie réznych postaci rozktadu tych zmiennych losowych
udostepnia mozliwos¢ modulacji cech opcji, a wiec zmiany pewnych cech opcji wywolanej zmiang konfi-
guracji siatki.

Istotnym obszarem badawczym jest takze i definiowanie formy proceséw zmierzajacych do wyznaczenia
cech opcji rekursywnej oraz iteracyjnej. W pierwszym przypadku procesy te przebiegaja poczawszy od
dalszych, a zakonczywszy na blizszych weztowi poczatkowemu punktach czasu siatki, co umozliwia wery-
fikacje mozliwosci wykonawczych opcji (sprawdzenie oplacalnosci realizacji opcji w danym punkcie).

W przypadku drugim procesy te charakteryzuje odwrotny kierunek dzialania — w konsekwencji nie jest
mozliwe przeprowadzenie wspomnianej weryfikacji.

Zaldézmy, iz na potrzeby niniejszej pracy reprezentacje zbioru badanych cech opcji wystarczajaco

opisuje: czas realizacji T (sprawno$é¢ pewnej formy algorytmu obsltugi opcji), liczba wezléw opisujacych
siatke dla wszystkich m-punktach czasu EZ’;I ny(i) (gdzie ny(y — liczba wezléw w pewnym punkcie czasu),
wartos¢ pewnej realizacji funkcji wyceny opcji th(l)(l $.9) oraz zmiennosé wartosci tejze opisana odchyle-
niem standardowym TVL, (100)-
W tej perspektywie istotne okazuje sie wprowadzenie okresu zycia opcji 7(I1%°) (nazwa potoczna, §ciélej
dtugosci tegoz), dla ktérego ma zostaé¢ skonfigurowana siatka wielomianowa, a dalej tzw. stylu \7(I%:°),
tj. cechy opcji wskazujacej na jej wlasnosci wykonawcze, gdzie n = F, B, O, A. Styl opcji jednoznacznie
okredla, ktére sposréd wszystkich ¢(i)-punktéw czasowych siatki (gdzie i = {1,2,...,m}) charakteryzuje
mozliwos¢ wykonania instrumentu. Dalej punkty te oznaczono jako t(i*), przyjmujac, ze kazda opcje moze
charakteryzowac styl w 4 wariantach:

— styl europejski AF (17:9), wskazuje na mozliwo$é¢ wykonania opcji w jednym, niepoczatkowym punkcie
czasu siatki ¢(i*) takim ze i* =i > 1,

— styl bermudzki A\B(I%°), wskazuje na mozliwo$¢é wykonania opcji w nienastepujacych po sobie,

B,0
dowolnie oddalonych od siebie punktach czasu siatki, tj. takich ¢(i*) ze i* =i > 1, At(i*) > %,

— styl okienkowy A°(I7°), wskazuje na mozliwo$¢ wykonania opcji w nastepujacych po sobie punk-
tach czasu siatki, liczac od pewnego niepoczatkowego punktu, tj. takich t(i*) ze i* = i > 1,
Af(i*) = T2

m
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— styl amerykanski A (1), wskazuje na mozliwoé¢ wykonania opcji w dowolnych punktach czasu
B,0
siatki, tj. takich t(i*) ze i* =i > 1, At(i*) = 2L

m

Przedstawione rozwazania pozwlaja na sformulowanie ogélnej definicji opcji, dla ktérej kluczowy,
pierwszy wezel siatki uwzgledniajacy docelowo wszystkie wlasnoéci instrumentu dla calej siatki zidenty-
fikowano poprzez liczniki: 4, j = 1. Definicja ta moze zostaé okreslona za pomoca sidédemki:

170 = (1%, 7(17), X(179), T, §nt(i), Vit (), 0va 190y )- (1)

Zauwazmy, ze pozwala ona uniknaé potrzeby oznaczania opcji jako waniliowej lub egzotycznej (pomiedzy
ktérymi wraz z rozwojem instrumentéw opcyjnych zarysowuje sie coraz mniej jednoznaczna granica). Nie
ingeruje tez w tres¢ zbioru zrédel ryzyka opcji I*, ktorego analiza nie jest przedmiotem pracy. Jednoczesnie
definicja ta nie obejmuje — poza: Vth)(Iﬁ’o), OVL, (I80) ~ innych danych o charakterze ekonomicznym, co
stanowi jej kluczowy atut, pozwalajac skoncentrowaé sie na zbadaniu technicznych wtasnoéci opcyjnych
instrumentéw finansowych.

Tak zakre$lony przedmiot dociekan badawczych wymaga skonstruowania odpowiednich narzedzi, ktore
umozliwig ich przeprowadzenie. Stanowia je pewne procesy w ramach algorytmu obshugi opcji wymaga-
jace zbadania w zadanych warunkach ukladu oceny (konfiguracja rozkladu prawdopodobienistwa, forma
proceséw), przy czym okazuje sie, ze warstwa metodyczna rozwazanej koncepcji siatki wielomianowej
jest na tyle uniwersalna, ze do etapu wyznaczenia wartosci funkeji wyplaty opcyjnej (dla kazdego wezta
siatki) procesy obliczen moga przebiegaé tak samo (niezaleznie od formy algorytmu). I takie tez zalozenie
zastosowano w niniejszej pracy, okreslajac wspomniane procesy mianem I etapu algorytmu. Umozliwito
to zawezenie obszaru poszukiwan do badan nad konstrukcjg IT etapu algorytmu, tj. w rozwazanym przy-

padku do procesu ustalania wartosci funkcji wyceny opcji w kluczowym wezle siatki K{Tzll)(l #:0), a wiec

wezle uwzgledniajacym wplyw realizacji zrodla ryzyka th(l) (1) na lokalne wartosci funkcji wyplaty dla
kontekstu wszystkich wezléw siatki (gdzie i={1,2,....m}, j = {1,2,...,n4(;) }). Dopiero bowiem uruchomie-
nie obydwu etapéw algorytmu umozliwia wyznaczenie definicji opcji (1).

Rysunek 1: Sekwencja przej$¢ miedzy stanami w etapach algorytmu obstugi opcji: 1 (do wyznaczenia
wartosci lokalnych wyplat z opcji), IT (do wyznaczenia wartosci funkeji wyceny opcji). ITa — forma rekursy-
wna z weryfikacja lokalnych mozliwosci wykonawczych w wezle czarnym, tj. z siegnieciem do wezla etapu
I; IIb - forma iteracyjna; obydwie — z zachowaniem odpowiednioéci wezléw. Zrédlo: Opracowanie wlasne.

2. Dyskretyzacja czasu analizy zrédla ryzyka

Zasadniczym elementem konstrukeji opcji I%° jest mechanizm analizy trajektorii jej Zrédel ryzyka
I*, tj. realizacji cen kazdego z tworzacych je instrumentéw bazowych opcji, np. V;(I¢) w ogdlnej notacji
niezaleznej od wprowadzonej metody siatki. Obok indywidualnych wtasnosci opcji determinuje on mozli-
wo$¢ okreslania wartosci funkcji wyptaty opcyjnej i docelowo wplywa na wartosé funkcji wyceny opcji.
U podstaw tego mechanizmu lezy identyfikacja pewnych punktéw ¢ na osi czasu, dla ktérych dokonuje

si¢ oceny dynamiki oczekiwanych wzglednych stép zwrotu z instrumentu bazowego d‘zt((f:)), np. w celu

przeprowadzenia projekcji cen tychze instrumentéw.
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Rozpocznijmy zatem analize od podziatu okresu zycia pewnej opcji 7(I%°) na nieskonczonie mate okresy
dt, tak ze:
T(I B ©)
=ax, 2
o (2)

gdzie zakladamy, ze dla I¢ € I* zachodzi 7(I®) = 7(1%°). Dysponujac nieskoficzenie duza liczba punktéw
analizy ¢, uzyskujemy mozliwos¢ wykladniczego sformulowania ceny instrumentu bazowego dla opcji po
uplywie okresu dt — Vip 4t (1%):

1m
dt—0

Virar(I?) = Vi(I*) exp(Xv; (1)), 3)
gdzie wyjsciowa cena V;(1*) > 0 oraz Xy, (r«) reprezentuje oczekiwany absolutny przyrost wartodci zmien-
nej V4 (I%) w okresie dt odpowiadajacy przeksztalceniu:

Xy, 10y = In Vg g (I*) = In Vi (I7), (4)

a tym samym normalnemu rozkladowi prawdopodobienstwa logarytmoéw z cen i ich logarytmicznym
stopom zwrotu, przy czym ze wzgledu na wtasno$é, wg ktorej dla nieskonczenie matych okreséw dt log-
-zwroty zmierzaja do wzglednych stép zwrotu i

. Viear(I*)  Vigar(I®) = Vi (I%)
E AT V(1) (5)

oraz zalozenie uzyskania w warunkach (2) wystarczajaco dobrych przyblizen, uzyskuje si¢ uprawnienie
do okreslania Xy, 7o) intuicyjnym pojgciem stopy zwrotu.

Jak zatem ksztaltowaé sie bedzie stopa zwrotu w t-punktach czasu? Odnalezienie odpowiedzi na
to pytanie wymaga przyjecia co najmniej trzech dodatkowych zalozen poza wynikajaca z logarytmicznego
rozkladu prawdopodobienstwa niezaleznoscia obserwacji zmiennej V; (1) od historii ewolucji ich wartosci
(zgodnosé z procesem Markowa).

Po pierwsze, wymaga wprowadzenia pojecia wolnej od ryzyka wzglednej stopy zwrotu r( °) jako mini-
mum oczekiwan zglaszanych przez uczestnikéw danego rynku e = {1,2,...} wobec zbioru instrumentéw
bazowych I%. Po drugie, wymaga oznaczenia zmiennosci stop zwrotu oy, (j«) realizowanych w kontekscie
konkretnych instrumentéw ze wspomnianej klasy. Po trzecie, wymaga wprowadzenia pomocniczej zmien-
nej losowej z definiowalnego rozkladu vy ~ ¢y (py,dt; o,,V/dt), ktéra nada losowy charakter zmiennej
th(]a), a dalej W(Ia)

Uwzglednienie tych trzech zalozen umozliwia rozpoczecie poszukiwan ewolucji oczekiwanej stopy zwrotu
i zastosowania odpowiedniego réwnania stochastycznego, np. na podstawie lematu Kiyoshi Ito:

Oln Vi (19) laant(I“) 9
ot 2 OV, (1*)2 OV, (1)

VI i)+

— )2
Xv,(12) = ( v, (1) Vi(I7) )dt+
ol V;(1%)

"oV

ktére po dokonaniu odpowiednich podstawien:

oy Vi(I®) oVt

1
Vi(1%)

€ « 1 1
7“75 )Vt(I )"'0_5‘/([(1)2 Vt(I")Vt( *) )dt+ V(Ia)avt(la il )Ut\/»

Xy, (12) = (

i uproszczen przyjmuje postac:

2
OV ([
th(]a) = (Tt(e) — %)dtJrth(]a)vt\/%. (6)

Roéwnanie to potwierdza niezalezno$é oczekiwanej stopy zwrotu od wyjéciowej ceny instrumentu Vi(I%)
oraz w przyjetych warunkach oznacza, ze kazdorazowe zaangazowanie w instrument bazowy bez wzgledu
na jego wyjsciowa wartos¢ wymaga od uczestnikéw rynku kierowania sie taka sama dla zbioru instrumen-
téw 1%, oczekiwana wolna stopa zwrotu oraz zindywidualizowanym ryzykiem instrumentu (przedmiotu
zaangazowania). Pamietajac o tych wlasnosciach, prawa strone réwnania (6) mozna wyrazi¢ za pomoca
notacji dryfu py, r«) oraz procesu Wienera dW;:

Xv,(12) = v, (10)dt + oy, (10)dW; (7)
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lub
th(Ia) :th(IQ)Vt(IO‘)dt+avt(10)Vt(I“)th. (8)

Mozna zatem stwierdzi¢, ze ewolucje oczekiwanej stopy zwrotu opisuje Xy, ja) ~ @¢(y, (1o)dt; oy, (7o) \/%),
tj. geometryczny ruch Browna o zindywidualizowanych (do kontekstu instrumentu V;(I*)) poziomach
oczekiwanej stopy zwrotu oraz zmiennosci wyrazonych w ujeciach procentowym (7) lub nominalnym (8).
Dokonawszy rewizji podstaw mechanizmu ksztaltowania oczekiwanej stopy zwrotu dla instrumentu
bazowego I¢, nalezy zwrdci¢ uwage na pewien kluczowy z punktu widzenia uzytecznosci opisywanej
metody aspekt. Analiza srodowiska okreslonego przez (e), tj. pewnego rynku, wymaga bowiem zastosowa-
nia dyskretyzacji modelu obliczen i wskazuje na potrzebe dokonania wyboru pewnych identyfikatoréw dla
przedzialéw analizy At(i) i punktéw czasu t(i) sposréd okresu zycia opcji 7(I°°) (gdzie - i - oznacza
identyfikator).
Przy czym nie istnieje uniwersalny przepis jego przeprowadzania, co wynika ze zréznicowania specyfiki
srodowisk oraz stosowanej do obliczen infrastruktury sprzetowej. Z tego powodu teoretyczna realizacja
tegoz wyboru moze zosta¢ oparta na aksjomacie wyboru Ernsta Zermelo i pewnej heurystyce, ktora
okreslono dalej jako @Q(-), przy czym mozna zalozy¢, ze bedzie ona przeprowadzaé trzy operacje.
Po pierwsze, dokona wyznaczenia elementéw wektorow: x,y. Pierwszy z wektorow reprezentowaé bedzie
numery komunikatéw (odbiér, przetworzenie, przekaz danych) takie ze x = {1,2,..., X < X.}, X, — naj-
wyzszy numer komunikatu w danym przedziale czasu i w danym srodowisku (wskazujacy maksymalna
liczbe komunikatéw mozliwych do zrealizania w pewnej jednostce czasu w warunkach e-rynku). Drugi
wektor opisywaé bedzie numery przedzialéw czasu, w ktérych mozliwe jest wykonanie opcji, gdzie ¥ —
numer ostatniego przedzialu, w ktérym mozliwe jest wykonanie opcji Y € y. Po drugie, doprowadzi do
niefunkcyjnego przyporzadkowania wszystkich elementéw wektora x do kazdego z elementéw wektora y.
Po trzecie, dobrze uporzadkuje (na podstawie twierdzenia, ktérego podstawe stanowi aksjomat wyboru)
rozwazane zbiory (umozliwi identyfikacje najmniejszych elementéw tych zbioréw). W konsekwencji poz-
woli na zdefiniowanie wektora numeréw przedzialéw analizy:

O ley £ oAz y), (9)

w ktérych mozliwe bedzie wykonanie opcji At(i*), gdzie element o najwyzszej wartosci tegoz wektora
max(i*) = m 1 pozwala na ograniczenie zbioru wartodci dla licznika i = {1,2,...,m}, czyli wektora nu-
meréw wszystkich przedzialéw analizy At(4), tj. niezaleznie od wlasnosci wykonawczych danej opcji.
Ze wzgledu na powyzsze oraz praktyczne podejscie do realizacji opisanego problemu wyboru (deter-
minowane techniczno-technologicznymi mozliwoéciami analizy danych oraz ocena aktywnosci danego
srodowiska) mozna zastanowi¢ sie nad egzemplifikacja elementéw wektora y. Moga one okresla¢ np. nu-
mery dni, w ktérych mozliwe jest wykonanie opcji. W tym kontekscie przyporzadkowanie: x +— y, okresli
dobrze uporzadkowany zbiér numeréw komunikatéw mozliwych do zrealizowania w wyznaczonym do tego
dobrze uporzadkowanym zbiorze ponumerowanych dni.

W konsekwencji powyzszych rozwazan dynamika zrédla ryzyka po dyskretyzacji czasu i odpowied-
nim ponumerowaniu przedzialéw analizy At(i), a tym samym identyfikacji punktéw czasu t(i), moze
zostaé okreslona jako:

XVt(z')(Ia) = MVt(i)(l")At(i) + O-Vt(i)(Ia)AWt(i)’ (10)

natomiast cena instrumentu bazowego V(;)(1*) dla opcji po uptywie okresu At(i) to:

Viiirny(I*) = Vi (1Y) exp(Xv, ., (1)), (11)

gdzie 1 < i < m, co odpowiada funkcji projekcji wartosci zrodta ryzyka, tj. ceny hipotetycznego instru-
mentu bazowego.

3. Konfiguracja siatki

Dysponujac sformutowana ogélna definicja funkcji projekcji (11), mozna zastanowi¢ sie nad prze-
biegiem trajektorii cen instrumentu I w ujeciu wielomianowym. W tym $wietle postaé tejze funkcji
wymaga rozszerzenia do obliczen prowadzonych na przestrzeni j-tych wezléw (in. stanéw) w kazdym ze
zidentyfikowanych wezeéniej punktéw czasu t(i). Prowadzi do zmiany jej notacji do postaci th(z) (1), gdzie
J=11,2,...,n4(;)}. Jednoczesnie pozwala na zbadanie wptywu wariantu konfiguracji rozktadu kazdego ze
zrodel ryzyka I* € 1% na cechy definicji opcji (1). I stawia kolejny krok w ewolucji podstaw metodycznych
galezi metod siatkowych [1, s. 229-263; 2, s. 545-547].



Finansowy Kwartalnik Internetowy e - F'in a n s e, 2009, nr 4 5

A zatem z kazdego j-tego wezla osadzonego w punkcie t(1 < i < m), ktéry reprezentuje wariant ceny
instrumentu bazowego th(z) (I*), mozna dokonywaé projekcji L-stanéw tej zmiennej w weztach bezposred-
nio z nim spokrewnionych, tj. zlokalizowanych w punkcie czasu ¢(i+1). Tak skonfigurowana liczba stanéw
odpowiada liczbie jednomianéw skladajacych sie na wielomian charakteryzujacy wszystkie wezly przy-
padajace na punkty czasu t(i):

Ny = L+ (i—2)(L—1). (12)

0}
Vit Iy’
Il =1{1,2,..., L} oraz uszczegdlowienie definicji procesu Wienera o wariantowa postaé¢ zmiennej losowej

Mozna ja wyznaczy¢é poprzez modyfikacje definicji dynamiki 7rédla ryzyka (10) do postaci X gdzie

Ut(éz.), czyli AWt((li)) = Ufg) At(i), stad tez dla kontekstu jednowymiarowej siatki dynamike Zrédla ryzyka
opisuje réwnanie:

©) — ; v )
Xy ey = B, e A0 0y g AW, (13)
za$ funkcje projekcji ceny kazdego zrddla ryzyka dla 1 < i < m réwnanie:
j ay j « (0
Vi I%) = Vit (I exp(X) ). (14)

W celu zapewnienia wariantowosci definicji (13) konieczne jest dokonanie wektoryzacji wspomnianej
zmiennej losowej T = {UEEZ)}ZLzl. Wyznaczenie wartosci elementéw tegoz wektora mozliwe jest poprzez

sformutowanie osadzonego w warunkach prawdopodobiefistwa P = {p;}%; ukladu réwnan:

U 1
] 2 =[] (9
L)x(1) ST
(L+2)x(L) (L+2)x(1)
z wektorami niewiadomych: P i T spelniajacych warunki: Zlel p=1i Avt((lglgm = ’UEZ) — vt(égl) oraz

z wiadomymi w postaci wektora jednostkowego U = {l}lL:1 i wektora M, IET) momentow centralnych dla
elementéw wektora Y, gdzie k = {1,2,..., L + 1}.

Mozna zauwazy¢, ze to wspomniane warunki powoduja zwiekszenie liczby réwnan ukladu (15) o dwa —do
L+2 réwnan. Natomiast k-te momenty centralne wystepuja w liczbie o 1 wiekszej od L i wyznaczane sa za
pomoca odpowiedniej funkcji tworzacej, przy czym dla celéw niniejszej pracy zaproponowano zastosowanie

jej wariantu dla symetrycznego rozktadu zmiennej losowej vt(g) ~ (0,02, At(i)):
Vi)

=0 3 72 16
©OT AR - Doy VAR Y k= (19

Warto zauwazy¢, ze zastosowanie definicji (16) w kontekscie przyrostu (Avt(g) = const) w ukladzie (15)
moze postuzyé do zdefiniowania wartosci pozostalych elementow wektora T za pomoca tylko dwéch

wartosci dla: Ug(li)), vié)) (co istotnie skraca proces obliczen).

o t(i)
" OX X(Y-1)+1 m

1 X X+1

Rysunek 2: O$ zdyskretyzowanego czasu analizy, tj. dobrze uporzadkowanych ¢(7)-punktéw czasu wyzna-
czonych na podstawie aktywnosci pewnego e-rynku i wlasnosci techniczno-technologicznych infrastruk-
tury stosowanej do obliczenn — odpowiednio X-liczba komunikatéw mozliwych do zrealizowania w kazdej
jednostce opisujacej aktywnos¢ rynku, Y-numer ostatniego przedzialu analizy, w ktérym mozna wykonaé
opcje (np. dnia). Zrédlo: Opracowanie wlasne.
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Rysunek 3: Projekcja wartoéci instrumentu bazowego Vf( >( *) w konfigurowalnej siatce ¢(i)-punktow

czasu oraz j-tych wezléw. Zrédlo: Opracowanie wlasne.

Przydatne okazuje si¢ rowniez zastosowanie funkcji gestosci rozktadu prawdopodobienstwa:

L
G! h
BL,G = =7 . pllv (17)
Hz:1 hy! =1

gdzie: hj-liczba Sciezek, z ktorych kazda opisuje dany wariant poziomu prawdopodobienstwa — py,
G= ZZL:I h

Dysponujac trajektoriami okreslajacymi cene instrumentu bazowego w kazdym z weztow siatki
ij(z)( @) oraz prawdopodobiefistwami ich realizacji w wektorze P mozna przej$é do okreslenia funkcji
wyceny opcji dla kazdego wezla siatki takiej ze ‘/;{i)(fa) — th(l) (I5°). Procesy wyceny realizowane przez
te funkcje moga przebiega¢ na dwa zasadniczo rézne sposoby.
Pierwszy wariant procesu wyceny opcji opiera sie na wzorze:

, T ) _ .
max (VtJ(i_l)(Iﬁ’o);exp( t(())At(z - 1P Z)) gdy i>1Ati—1)=1t("),

Vi
exp(—rgfg)At(z'—UPTZ) gdy i > 1At —1) # (%)

t(zf1)(Iﬁ’O) =

(18a)
gdzie Z = {V{(] (15 O)}] TL=1 5 zatem kazdorazowo wymaga analizy wszystkich wezléw siatki.
Natomiast drugi proponowany wariant procesu wyceny opcji (nie zawsze wymagajacy analizy wszystkich
wezléw siatki) opisuje wzor:

max(Vi@ s)u‘*"’);exp(—rt(??)cz)) gdy 1<i>sAt(i—s)=t(i"),

exp(—r E(QZ))Q) gdy 1<i>sANi—s=1At1)F#tHE*)

VJ

t(i—s) (IB,O) =

(18b)

gdzie Q = At(i — s)PTZ lub Q = ;) Zjif_l By GVtJ( )(Iﬁvo) dla uyy = t(i) — t(i — s) > At(i), zad
s — pewna zmienna. Przyjmuje ona wartos$é 1, gdy dwa sasiadujace ze soba punkty czasu (t(i — 1), (7))
opisuja wlasnosci wykonawcze opcji badz tez wlasnosci wykonawcze charakteryzuja tylko drugi z sasiadu-
jacych punktéw i jednoczesnie drugi punkt czasu dla siatki wielomianowej (¢t(i = 2)). Moze réwniez przyj-
mowa¢ wartosci wieksze niz 1, gdy z dwdch sasiadujacych ze soba punktéw czasu wezesniejszy (¢(i — 1))
nie jest punktem, w ktérym mozna wykonaé¢ opcje, a pdzniejszy nie jest drugim punktem czasu dla
siatki — (t(i # 2)), ale mozna w nim wykonaé¢ opcje. W takim przypadku s przyjmuje albo wartosé
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okreslajaca liczbe punktéw czasu, o ktéra nalezy sie cofnaé¢ do najblizszego wobec t(i) punktu czasu,
w ktorym mozliwe jest wykonanie opcji, albo tez jezeli dla zadnego z poprzedzajacych punktéw czasu nie
przewidziano mozliwoéci wykonania opcji, przyjmuje sie, ze s =7 — 1.

Majac zdefiniowane obydwa warianty, nalezy podkresli¢, iz w kazdym z nich kluczowe okazuje sie wyz-
naczenie tzw. wyceny biezacej opcji — V;l(l)(l #.0) determinowanej wlasnogciami opcji dla calej siatki
wielomianowej i umozliwiajacej zbadanie wyboru innych cech opcji z definicji (1).

4. Koncepcja procesé6w wyceny w algorytmach

W niniejszej czesci skupiono sie na przyblizeniu koncepcji proceséw stuzacych ustalaniu wartosci
funkcji wyceny opcji. Umozliwily one ostateczne sformulowanie dwéch algorytméw, ktore roéznia sie po-
dejsciem do realizacji owych procesow, przy czym kazdy z algorytméw prowadzi do zbadania podzbioru
cech wchodzacych w zakres definicji (1) dla opcji, jak: T, 37" | ny(sy, Vth) (IP°), czyli ustala odpowiednio
czas obliczen, liczbe weztéw siatki wielomianowej analizowanych w trakcie obliczen oraz wartosé wyceny
opcji. Natomiast analiza zmiennoéci realizacji wyceny opcji jest konsekwencja uruchamiania algorytmoéw
w réznych konfiguracjach siatki.

Kazdy z algorytméw charakteryzuje sie ta sama funkcja celu wykonywana przy réznych podej-
Sciach: rekursywnym oraz rekursywno-iteracyjnym w zakresie uprzednio okreslonego etapu II obliczen.
W praktyce oznacza to ich zréznicowanie ze wzgledu na warunki réwnan: (18a) lub (18b).

Algorytm 1 przyjmuje w zakresie obejmujacym procesy wyceny forme rekursywna [3, s. 29-30], prowadzaca
do obliczen w warunkach réwnania (18a). Wymaga analizy wszystkich n,;) wezléw siatki wielomianowej
we wszystkich jej punktach czasu, poczawszy od weztéow przypisanych do koncowego punktu czasu siatki
t(i = m), a zakonczywszy na wezle dla poczatkowego punktu czasu siatki ¢(i = 1). W tych ramach
przeprowadzane jest poréwnanie kazdego punktu czasu siatki ¢(i — 1) z elementami wektora punktéw
czasu, w ktorych przewiduje sie mozliwo$¢ wykonania opcji.

Procesy wyceny algorytmu 2 oparto na warunkach réwnania (18b). Generalnie przyjmuja one forme
rekursywna, ale wyjatek stanowi uruchamiany dla w;y > At(i) i prowadzacy do obstugi funkcji (17)
proces o charakterze typowo iteracyjnym i kazdorazowo odwracajacym kierunek analizy (stad tez tytutowa
derekursywacja [3, s. 157]). Jest on uruchamiany w celu wyznaczenia warto$ci prawdopodobienstw dla
Sciezek doprowadzajacych pomiedzy wezlami za wyjatkiem przypadku, w ktérym wezly te oddalone sa
od siebie o 1 przedzial analizy (wéwczas nastepuje szybsze, bezposrednie pobranie juz wyznaczonych
elementéw wektora P). Wspomniany proces iteracyjny moze mieé korzystny wplyw na skdcenie czasu
obliczen i ograniczanie obszaru analizy do tych sposréd weztéw siatki, ktére przyporzadkowano punktom
czasu opisanym mozliwo$cia wykonania opcji i ew. pierwszego punktu siatki (o ile nie przewidziano w nim
mozliwosci wykonania opcji). Tym samym proces ten moze prowadzi¢ do zaniechania analizy pewnego
podzbioru wezléw, w ktérych nie istnieje mozliwo$é wykonania opcji (wyjatek stanowi pierwszy wezel
siatki) i ktére nie maja wplywu na ustalenie wartosci funkeji wyceny opcji, przy czym wymaga analizy
odpowiednich $ciezek doprowadzajacych do wszystkich weztéw.

START

/® KONIEC

i) 7 i)

e tip==ti*}

weryfikacja
efekiow wykonania opcji
oraz wycena opcji

Rysunek 4: Przebieg analizy punktéw czasu w procesach wyceny. W algorytmie 1: s = 1, zad§ w algorytmie
2: s > 1, co wskazuje na mozliwos¢ koncentrowania obszaru analizy tylko na weztach majacych wplyw
na wartos¢ funkcji wyceny opcji i moze istotnie skréci¢ czas obliczen. Zrodto: Opracowanie wlasne.
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W $wietle powyzszego opisu dzialania proceséw wyceny mozna postawic teze, iz wraz ze wzrostem
rozmiaru danych potrzebnych do skonfigurowania siatki wielomianowej (L, m) oraz w zaleznosci od kon-
tekstu stylu opcji czas obliczen dla kazdego z algorytméw moze okazaé si¢ istotnie rézny (na co uzyskano
empiryczne potwierdzenie przedstawione w dalszej czesci artykulu). Niewatpliwie istotnie rézna bedzie
takze liczba analizowanych wezléw, podczas gdy wyznaczenie pozostatych cech opcji (z podzbioru przez-
naczonego do zbadania) bedzie dawalo tozsame rezultaty dla kazdego z algorytméw (uzaleznione od
przyjetej konfiguracji siatki).

5. Analiza wynikéw eksperymentu

W ramach eksperymentu postanowiono zbadaé¢ wplyw konfiguracji siatki wielomianowej (aspekt 1)
oraz formy proceséw wyceny dla algorytmu (aspekt 2) na pewne cechy definicji (1) dla opcji. Obejmuja one
czas obliczen (w sek.), liczbe wezléw siatki oraz wycene opcji, czyli odpowiednio: T', -7 | ny ), Vt%l) (I5°).
Dodatkowo, ze wzgledu na rézne wartoséci wyceny opcji uzyskiwane dla réznych wariantéw konfiguracji
siatki zbadano takze jej zmiennosé OVL (I8:2) obliczana za pomoca odchylenia standardowego.

Celem modulacji cech opcji we wskazanych aspektach byla odpowiedz na dwa kluczowe pytania. Po pier-
wsze, jak konfiguracja rozkladu wplywa na czasochlonno$é realizacji podejmowanych algorytméw oraz
ktory z nich okazuje sie algorytmem efektywniejszym czasowo. Po drugie, jakie tendencje w wynikach
wyceny opcji oraz ich zmiennosci zachodzg w zwiazku z wprowadzeniem do rozkladu kolejnych stanow
(wzrost L) w przyjetych punktach czasu t(i), a jakie w zwiazku z dyskretyzacja czasu (wzrost m).
Wreszcze, jakie zmiany zajda w zwiazku z jednoczesng redefinicja i liczby standw, i liczby punktow
czasu. ‘

Obliczenia wykonano dla opcji z profilem wyplaty (V;](i) (I%) = Ky)) ", gdzie Ky = th(l)(Io‘). Dane wej-

Sciowe: th(l)(l"“) =100, L = {2,3,4}, Py (o) = 0.01, ri(li)) * rt((2i)) = 0.25 (w czynnikach dyskontowych

stosowano stope rg(i.))), vj ~ ¢(0,1) (do wyznaczenia wektoréw: T, P uzyto metody Newtona-Raphsona),

= 0.25, X = {10,20,30}, y = {6} dlan = E lub y = {1,3,5} dlan = B lub y = {3,4,5}

Hrima
dlan =0 lub y = {1,2,3,4,5} dla n = A. Srodowisko obliczen: Matlab 7.5.0. Zasoby sprzetowe: CPU
1.73GHz, RAM 1.5 GB, HDD 5400 rpm, ATA100.

Rozpatrzmy zatem uzyskane rezultaty, rozpoczynajac z uwagi na gléwne zamierzenie pracy od
analizy czasu obliczen dla algorytmoéw i oceny ich relacji sprawnosciowych. Pozwola one na wskazanie
o jaki % algorytm 1 dzialal szybciej lub wolniej w stosunku do algorymu 2 (w warunkach uktadu oceny).

Tabela 1: Wyniki eksperymentu

L 2 3

x [alg. [ Cecha | NE(IP?) [ AB(IP°) [ AP(7°) [ M(IP°) [ XNPIP°) [ XBIP2) [ AO([1P°) [ VTP

VI, P ] 97433 08467 | 9.8631 | 0.8686 | 9.7477 | 9.8450 | 9.8612 | 9.8674

1,2 [0y sy | 03643 | 03580 | 03634 0.3649 | 0.3883 | 0.4002 | 0.3869 | 0.3889
ST ) 1275 2500

10| 1 T 0.0737 | 0.1521 | 0.1480 [ 0.1600 | 0.1464 [ 03238 [ 0.27113 | 0.2714

ST 456 765 1066 1275 901 1500 2101 2500

2 T 0.0676 | 0.0661 | 0.0784 | 0.0865 | 0.4344 | 0.2300 | 0.2404 | 0.2099

Vi (IP°) ] 97665 | 98731 | 9.8870 | 9.8932 [ 9.8423 [ 9.9370 | 9.9499 | 9.9555

1,2 [0y (oey || 02745 | 02710 | 02735 | 02749 | 03148 | 0321 | 03120 | 03133
T 5050 10000

20| 1 02860 | 0.3294 | 0.3937 | 0.4197 | 05442 | 0.6301 | 0.6297 | 0.8114

ST G 1811 3030 4231 5050 3601 6000 8401 | 10000

2 T 02760 | 0.2585 | 0.2732 | 0.2654 | 1.0692 | 0.6238 | 0.5550 | 0.5372

VI, %) ] 97744 ] O8S816] 98949 0.9014 [ 9.9007 | 9.9896 | 10.0021 | 10.0073

1,2 [ovy (o) | 02306 | 02281 | 0.2206 | 0.2309| 02779 | 02825 | 0.2740 | 0.2749
ST ) 11325 22500

30 | 1 T 05878 | 0.7191 | 0.7268 | 0.8423 | 1.3066 | 2.1964 [ 1.6010 | 2.5409

ST 4066 6795 9496 | 11325 8101 | 13500 | 18901 | 22500

2 T 03827 | 05366 | 0.4797 | 05482 | 25635 | 1.4906 | 14551 | 1.8680

Zrédlo: Opracowanie wlasne.
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Pierwsza grupe wynikow skupiona na analizie czasu przetwarzania algorytmu obstugi opcji T

cechuje dodatnia zalezno$¢ od parametréw konfigurujacych siatke wielomianowa. Na podstawie przyjetych
danych wejéciowych mozna stwierdzi¢, ze dla algorytmu 1 silniejsza determinantg wzrostu czasochtonnosci
jest wzrost liczby punktéw czasu siatki m (powodowany wzrotem X-liczby komunikatéw mozliwych do
przet-worzenia), za$ dla algorytmu 2 — wzrost liczby jednomianéw opisujacych rozklad zrédta ryzyka — L.
Wzrost X o 10 dla kazdej jednostki czasu opisanej w wektorze y wywoluje éredni wzrost czasochtonnosci
algorytmu 1 o 170.59%, podczas gdy jednostkowy wzrost liczby L-jednomiandéw — o 81.37%. Wprowadze-
nie takich danych dla algorytmu 2 powoduje odpowiednio wzrosty czasu obliczen o 198.05% i 263.70%.
Roéznie ksztaltuja sie relacje pomiedzy wynikami czasochtonnosci algorytméw w kontekscie réznych postaci
rozktadu cen th(i)(l ). W dwumianowym rozkladzie prawdopodobienstwa czasochlonnosé realizacji al-
gorytmu 2 jest $rednio o 31.61% mniejsza od czasochtonnosci przetwarzania algorytmu 1. Wynika to
z mozliwoéci szybkich przetworzen formuty rozkladu wielomianowego w warunkach dwumianu oraz za-
wezania obszaru analizy (do wezléw majacych wplyw na warto$¢ funkeji wyceny opcji). W rozkladzie
tréjmianowym algorytm 2 okazuje sie efektywniejszy $rednio o 18.28% w przypadku styléw bermudzkiego,
okienkowego i amerykanskiego. Dla obstugi stylu europejskiego szybsze jest uzycie algorytmu 1, srednio
0 54.81%. I dzieje sie tak pomimo tego, iz dla stylu europejskiego liczba wezléw przetwarzanych w al-
gorytmie 2 jest najmniejsza. Stad tez w tym przypadku decydujace znaczenie dla stymulacji wzrostu
czasochlonnosci mozna przypisa¢ funkcji gestosci rozkladu (17). W rozkladzie czteromianowym algo-
rytm 1 okazuje sie szybszy dla styléw europejskiego, bermudzkiego i okienkowego $rednio o 70.06%,
za$ algorytm 2 — dla stylu amerykanskiego, $rednio o 33.59%. Wyniki uzyskane dla tej konfiguracji
siatki potwierdzaja zatem teze o kluczowym znaczeniu funkcji (17) dla wzrostu czasochlonodci algorytmu
2 — czas przetwarzania funkeji gestosci rozkladu przewyzsza korzysci zapewniane przez algorytm 2 (ana-
liza dedykowanych weztéw).
W tym miejscu mozna zatem stwierdzi¢, iz im nizsza waro$¢ parametrow: L, uy(;), tym bardziej algorytm
2 charakteryzuje sie nizszym czasem przetwarzania (wyzsza sprawnoscia) w stosunku do algorytmu 1.
Wynika to z szybkich obliczen wartosci funkeji (17) i zawezania pola analizy do tych wezléw siatki, ktére
maja wplyw na warto$é¢ funkcji wyceny opcji (w przypadku styléw innych niz amerykanski obserwuje
sie znaczng redukcje liczby wezléw). Relacja ta ulega zmianie na korzy$é algorytmu 1 wraz ze wzrostem
wartoSci parametrow: L, uy;), gdy zwigksza si¢ czasochtonno$é przetwarzania funkcji gestosci rozkladu
prawdopodobienstwa, a oszczedno$é czasu zwigzana z zawezaniem analizy do wybranych weztéw siatki
przyjmuje drugoplanowe znaczenie.

Druga grupe wynikow poswiecono wplywowi redefinicji parametréw konfigurujacych siatke wielo-
mianowa — m, L na warto$¢ funkcji wyceny opcji. Badanie wykazato dodatnig zalezno$é pomiedzy wzro-

Tabela 1: Wyniki eksperymentu - cd.
L 4
x [alg. | Cecha | AP(I7°) [ AP(IP°) [ A9(IP°) [ M (IP°)

Vth)(fﬁ’o) 9.6967 9.7987 9.8145 9.8210
1,2 OV, (I9:0) 0.3786 0.3916 0.3779 0.3800
D i1 (i) 3725
10 1 T 0.3050 0.4069 0.2960 0.3763
Sy Ny (4) 1346 2235 3136 3725
2 T 3.3249 0.6618 0.7692 0.2889
Vi, (I7°) | 97711 | 98715 | 0.8546 | 9.8909

1,2 OVL, (18) 0.3020 0.3107 0.3003 0.3018

Zi:l nt(i) 14950
20 1 T 0.8583 0.9082 0.9164 1.2360
Z;’;l 0) 5391 8970 12571 14950
2 T 22.9316 1.7248 3.7903 0.7022

th(l)(lﬁ’o) 9.8138 9.9092 9.9224 9.9283

1,2 | oy1 (18,0 0.2628 0.2689 0.2601 0.2613

t(1
30 1 T 2.9698 2.5767 2.6228 2.8959
Z;L N (4) 12136 20205 28306 33675
2 T 75.1494 4.7815 11.9624 1.9013

Zr6dto: Opracowanie wlasne.
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10 2

Rysunek 5: Wykresy sprawnosci algorytméw w kontekscie stylu opcji powstale na podstawie polaczenia
tréjek < L, X, % > liniami prostymi. Kolor czarny (pogrubienie) oznacza wyzsza sprawnosé algorytmu
1, szary - 2 (o podany % dla L = {2,3,4}, X = {10,20,30}). Zrédlo: Opracowanie wlasne.

stem wartosci parametru m (powodowanym przez wzrost mozliwosci przetwarzania danych X) a wzrostem
wartosci tejze funkcji $rednio o 0.71%, przy czym funkcja osiaga swoje ekstrema dla stylow
europejskiego (minimum) oraz amerykanskiego (maksimum). Wartosci pomiedzy ekstremami zajmuja
wyceny opcji charakteryzowanych stylem bermudzkim oraz okienkowym. Ten ostatni prowadzi do wyz-
szych w stosunku do stylu bermudzkiego wartosci funkcji wyceny ze wzgledu na wieksza liczbe wezlow
(uwzglednia wiecej wezlow).
7Z drugiej strony — wzrost wartosci parametru L prowadzi do wniosku o niemonotonicznosci funkcji wyceny
opcji. Zaobserwowano obnizenie wyniku wyceny opcji w zwiazku z zastgpieniem rozktadu dwumianowego
zroédla ryzyka rozkladem tréjmianowym. Rozszerzenie rozkladu do postaci czteromianowej odwrécito te
tendencje.

Trzecia grupa rezultatéw eksperymentu pozwala odpowiedzie¢ na pytanie dot. wahan wartosci
realizacji funkcji wyceny w zwiazku z rekonfiguracja siatki wielomianowej w warstwie czasu (Scilej re-

Rysunek 6: Wykresy funkcji wyceny opcji oraz zmiennosci dla realizacji tejze wyceny w pierwszym wezle
siatki. Widoczne tendencje sa reprezentatywne dla wszystkich styléow opcji. Zrédto: Opracowanie wlasne.
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definicja wartosci parametru m). Zmienno$é te obliczono za pomoca funkeji odchylenia standardowego dla
obserwacji wartosci funkcji wyceny opcji uzyskanych dla réznych wariantéw budowy siatki, poczawszy od
wariantu, w ktorym zaklada sie¢ mozliwos¢ przetworzenia wylacznie jednego komunikatu w przedziale
analizy, dalej wariantéw, w ktorych liczba takich komunikatéw wzrasta o jednostke az do zadanego
poziomu X, tak ze jeden z wektoréw determinujacych warto$é parametru m to x = {1,2,..., X }. W tych
warun-kach wraz z malejaca amplituda wahan wartosci funkcji wyceny opcji nastepuje obnizenie zmien-
nosci, $rednio o 17.43%, natomiast analiza wplywu wzrostu wartosci parametru L nie pozwala wnioskowaé
o skutkach takiej rozbudowy siatki dla zmiennoéci.

Dysponujac opisem sytuacji eksperymentalnej i rezultatami badan, warto podkresli¢ znaczenie
przedstawionego sposobu zageszczania siatki wielomianowej, kluczowego dla prawidtowej percepcji wpro-
wadzonych wariantéw stylu opcji. W wyniku zastosowania heurystyki @Q(-) kazdemu przedzialowi czasu
(np. dzien) z okresu zycia opcji przypisuje sie mozliwo$é przetworzenia tej samej, potencjalnej liczby
komunikatéw (np. przekazanie/odbidr informacji o wykonaniu opcji). Zauwazmy, iz nie gwarantuje tego
klasyczny wariant metody siatkowej, w ktérym wspomniany okres zycia instrumentu dzielony jest na
z gory zdefiniowana liczbe przedzialéw analizy niezaleznie od mozliwosci infrastruktury sprzetowej. Przy-
kladowo, podzial 5-dniowego okresu zycia opcji na 14 przedzialéw analizy w kontekscie styléw bermudzkie-
go, okienkowego i amerykanskiwego wymaga zroéznicowania liczby przedzialow analizy w 5 przedziatach
czasu wspomnianego okresu zycia opcji. Tym samym zaprezentowane w artykule podejécie do konstrukeji
siatki wielomianowej proponuje si¢ uznaé¢ za rozwiazanie bardziej uniwersalne w stosunku do klasycznej
postaci metody siatkowej (nie zawsze pozwalajacej spelni¢ warunki styléw opcji).

6. Zakonczenie

Przeprowadzona analiza i rezultat doswiadczen upowazniaja do podjecia préby ich podsumowania.
Wprowadzona definicja opcji pozwala skupi¢ analize na technicznych aspektach obstugi tych instrumen-
téw i odejé¢ od mnozonych klasyfikacji, przeprowadzanych dotad niemal wylacznie z perspektywy op-
cyjnych wlasnosci ekonomicznych (drugorzednych dla procesu budowy oprogramowania). Konsekwencja
wprowadzenia tejze definicji jest potrzeba sformutowania koncepcji metody budowy odpowiedniej siatki
wielomianowej. Przedyskutowana w artykule jednowymiarowa egzemplifikacja siatki wykazuje mozliwos¢
modulacji pewnych cech opcji: czasu przetwarzania opcji, liczby weztéw siatki i wreszcie wartosci funkcji
wyceny instrumentu oraz wartosci funkcji zmiennoéci dla realizacji wyceny opcji w pierwszym wezle siatki
(w nastepstwie rekonfiguracji jej parametréw). Tak sformulowany kontekst dociekan prowadzi do trzech
réwnie istotnych wnioskéw.

Po pierwsze, badane cechy definicji opcji moga by¢ analizowane w nastepstwie proceséw wyceny
(skla-dowe algorytmu obstugi opcji) w formach: rekursywnej oraz rekursywno-iteracyjnej. Zréznicowa-
nie tych form pozwala dostrzec istotne, bo siegajace 18-70%, réznice w czasie obliczen (rysunek 5), ktére
moga wynikaé¢ z dwoch wielkoéci liczby weztéw siatki podlegajacych analizie oraz liczby redefinicji wartosci
funkcji gestoéci rozkladu prawdopodobienstwa, przy czym kluczowe znaczenie dla ich ustalania odgry-
waja procesy derekursywacji. Stad mozliwo$¢ dokonania wyboru algorytmu o najwyzszej sprawnosci,
tj. najkrétszym czasie obliczen, niewatpliwie powinna mie¢ istotne znaczenie dla podmiotéow realizujacych
numeryczne procesy skoncentrowane na wieloelementowych zbiorach opcji, np. dla centréw obliczeniowych
instytucji finansowych.

Po drugie, zaproponowany sposéb percepcji: aktywnosci sSrodowiska (rynku) oraz mozliwosci techni-
czno-technologicznych (wlasnosci infrastruktury sprzetowej), umozliwia regulacje stopnia dyskretyzacji
siatki do poziomu realiéw przeprowadzania transakcji opcyjnych na rynku. W przeciwienstwie do klasy-
cznego podzialu okresu zycia opcji na zadana liczbe punktéw czasu taki sposéb rozwijania siatki daje
gwarancje jej adaptacji do spelnienia wtasnosci stylu opcji, przy czym wzrost liczebnosci punktéw czasu,
w ktérych mozliwe jest wykonanie opcji, prowadzi potencjalnie do wzrostu wartosci wyceny opcji. Wzrostu
o tym wiekszym potencjale wystapienia, im wiecej weztow siatki wykazujacych mozliwosci wykonawcze
zlokalizowanych jest blizej daty wygasniecia opcji. I wzrostu o tym mniejszym przyroscie, im wigksza jest
liczba tychze punktéw czasu w okresie zycia opcji (rysunek 6 — wykres lewy).

Po trzecie, zageszczenie siatki wielomianowej powodowane wzrostem liczby punktéw czasu sktada-
jacych sie na okres zycia opcji prowadzi do zmniejszenia wartosci miedzyszczytowej dla wykresu funkcji
wyceny opcji (rysunek 6 — wykres prawy).

Whioski drugi i trzeci implikuja zatem znaczenie uzytkowe rozwazonej metody analizy opcji,
istotne zwtaszcza z punktu widzenia stron transakcji opcyjnych, np. klientéw instytucji finansowych.

Ze wzgledu na powyzsze mozna stwierdzié¢, ze rezultaty przeprowadzonych badan wskazuja na
wymierne korzysci wynikajace z odpowiedniego wyboru jednego z opisanych algorytméw. Potwierdzaja
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tym samym praktyczna przydatno$é zastosowania rezultatow eksperymentu, co dopelnia uzasadnienie
proby zbadania problematyki podjetej w niniejszej pracy.
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