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Analiza komparatywna koncepcji czasowej struktury stop procentowych.
Podejscie analityczne i krytyczne

Wprowadzenie

Czasowa struktura stop procentowych jest niewatpliwie jednym z podstawowych i najbardzie;
istotnych obszarow zainteresowan rynkow finansowych i catej gospodarki. Definiuje si¢ ja dos¢
prosto jako relacje, w jakich pozostaja stopy dochodowosci instrumentow dluznych o réznych ter-
minach do wykupu, natomiast graficzny obraz tych zwiazkoéw okresla si¢ jako krzywa dochodowo-
sci. Zmiany krzywej dochodowosci odzwierciedlaja konkurencj¢ panujaca zard6wno na rynku pie-
nigznym, jak i kapitatlowym, oczekiwang inflacj¢ oraz zmiany warunkow gospodarczych. Analiza
przebiegu krzywej stopy procentowej pozwala na zorientowanie sig, jakich stawek oprocentowania
mozna si¢ spodziewa¢ w przysztosci. Na tej podstawie zbudowane zostaty inne liczne koncepcje,
np. umozliwiajace szacowanie ryzyka kredytowego, wyceng instrumentéw pochodnych na stope
procen-towa czy zalozenie o rownowadze rynku finansowego'. Natomiast juz estymacja struktury
terminO-wej stop procentowych, mimo iz przydatna, jest réwnoczes$nie do$¢ skomplikowana.
Nalezy zmie-rzy¢ si¢ tu zarowno z wyborem jednej z wielu mozliwych drog estymacji, zastanowic
si¢ nad dobo-rem wlasciwych danych, jak i upora¢ si¢ z problemem niewystarczajacej ptynnosci
rynku.

W obliczu istnienia wielu koncepcji wyjasniajacych ksztatt krzywej dochodowosci oraz duzej
liczby probleméw, ktore powinny zostaé rozwiazane przy estymacji krzywej dochodowosci,
powsta-to spore zamieszanie zwiazane ze stosowana terminologia oraz metodologia. Celem artykutu
jest zebranie i1 przedstawienie w syntetycznej formie zagadnien zwiazanych z teorig czasowej
struktury stop procentowych oraz jej estymacja w oparciu o gruntowne studia literaturowe. Podjeta
zostata tu proba uporzadkowania i usystematyzowania obecnego stanu wiedzy na ten temat.

Teorie terminowej struktury stop procentowych

Teorie terminowej struktury stop procentowych poprzez opis czynnikow determinujacych ich
zrdéznicowanie czasowe oraz objasnienia mechanizmow ksztattujacych poziom stanowia podstawe
prognozy stop terminowych. Badaniem przebiegu krzywej dochodowosci ekonomisci zajmowali sig
przez wigksza czg§¢ XX w., pomimo to pierwsze modele matematyczne, dajace si¢ skutecznie sto-
sowaé w praktyce, pojawity sie dopiero w potowie lat 70., a modele bardziej realistyczne — bazujace
na stopie forward — dopiero na poczatku lat 90.%,

Istnieje wiele konkurujacych ze soba modeli objasniajacych ksztattowanie si¢ stop procento-
wych na rynku i ich zréznicowanie czasowe, ktore czgsto sprowadza si¢ do trzech zasadniczych
podejsc®:

e teorii oczekiwan,

e teorii naturalnych preferencji,

! Szerzej: F.J. Fahozzi, Bond Markets, Analysis and Strategies, Prentice Hall, 2010; J. Van Horne, Financial Market Rates
and Flow, Prentice Hall, 2001; M. Livingston, Bonds and Bond Derivatives, Blackwell Publishing, Boston 2005;
W. Semmler, Asset Prices Booms and Recessions, Springer, 2004.
2 A. Weron, R. Weron, Inzynieria finansowa, Wydawnictwo Naukowo-Techniczne, Warszawa 1998, s. 204.
% J.F. Sinkey, Commercial Bank Financial Management in the Financial-Services Industry, Macmillan Publishing Compa-
ny, New York 1992, s. 239.
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e teorii preferowanych habitatow (segmentacji rynkdéw).

Kazda z tych koncepcji opiera si¢ na szeregu upraszczajacych zatozen, ktére moga stanowic ich
wyroznik, ale rownocze$nie podstawg wysuwanych wobec nich zarzutow. Nalezy w tym miejscu
podkresli¢, ze zadna ze stworzonych do tej pory hipotez nie wyjasnia w sposob zadowalajacy empi-
rycznych obserwacji ksztaltow przybieranych przez krzywa dochodowosci.

Najstarsze i najbardziej rozpowszechnione podejscie to wywodzaca si¢ od I. Fischera® teoria
oczekiwan, ktora swoj rozwoj zawdzigcza F.A. Lutzowi® i D. Meiselmanowi® (to ich czesto uwaza
si¢ za jej tworcow). Wérod wezesniej prowadzonych badan zmierzajacych w kierunku tej hipotezy
mozna wymieni¢ prace autorstwa B.J. Saya’, E.V. Bohm-Bawerka® oraz H. Sidgwicka’.

Opiera si¢ ona na nastgpujacych zatozeniach:

1. Wszystkie podmioty gospodarcze wystgpujace na rynku zachowuja si¢ w sposob racjon-

alny, a ich celem jest maksymalizacja zyskow.

2. Instrumenty finansowe o jednakowym, kontraktowym okresie trwania sa homogeniczne.

3. Na rynku brak jest barier wejécia 1 wyjscia na jego poszczegdlne segmenty.

4. Wszyscy inwestorzy maja pelny dostep do informac;ji.

Analizujac powyzsze warunki, mozna stwierdzi¢, ze mamy do czynienia z rynkiem doskonale
efektywnym, na ktérym podmioty gospodarcze przechodza swobodnie, bez zadnych kosztow trans-
akcyjnych pomigdzy jego segmentami, wybierajac ten, ktory w danym momencie przynosi najwyz-
szy zysk. Te obwarowania w polaczeniu z jednakowym dostgpem do informacji implikuja homoge-
niczno$¢ zachowan inwestorow, ktorych determinanta sa oczekiwania dotyczace przyszitego ksztat-
towania si¢ poziomu stop procentowych'. Uczestnicy rynkéw finansowych poprzez swoje decyzje
daja wyraz oczekiwan co do ksztattowania sig stawek w przysztosci™.

Jezeli dominujaca liczba podmiotéw gospodarczych oczekuje w przysztosci wzrostu kréotko-
terminowych stop procentowych, to stopa dlugoterminowa, jako $rednia z oczekiwanych wartos$ci
stop krotkoterminowych, bedzie wyzsza od stopy krotkoterminowej, a krzywa stopy procentowe;j
bedzie rosnaca. W przypadku oczekiwanego spadku stop krotkoterminowych bedziemy mie¢ do
czynienia z sytuacja odwrotna™>. Plaski przebieg krzywej dochodowosci stopy procentowej $wiad-
czylby o niesprecyzowanych oczekiwaniach uczestnikow rynku.

Wobec powyzszych stwierdzen zalezno$¢ pomigdzy krotko- i dtugoterminowymi stopami pro-
centowymi mozna zapisa¢ przy pomocy rownania®®:

Yoot = Pt yuo) @t Freed).o (e Freenn 31, 1)

gdzie:

Ynt — N-0Kresowa stopa procentowa obserwowana w momencie t;

1 te1, 1, 20 s T2t 1 — Oczekiwane roczne stopy procentowe rozpoczynajace si¢ w kolejnych okre-
sach:t+1,t+2, ..., azdo momentut+n -1.

# Zob. 1. Fisher, The Theory of Interest, MacMillan, London 1930.
5 Zob. F.A. Lutz, The Structure of Interest Rates, ,»Quarterly Journal of Economics” 1940, nr 55, s. 36-63.
6 Zob. D. Meiselman, The Term Structure of Interest Rates, Prentice Hall, Englewood Cliffs 1962.
7 Zob. J.B. Say, A Treatise on Political Economy, Lippincott Grambo & Co., Philadelphia 1855.
8 Zob. E.V. Bohm-Bawerk, The Positive Theory of Capital, G.E. Schwert & Co., London 1891.
® Zob. H. Sidgwick, The Principles of Political Economy, MacMillian, London 1887.
10 W literaturze przedmiotu funkcjonuja cztery rozne odmiany teorii oczekiwan: hipoteza czystych oczekiwan, hipoteza
lokalnych oczekiwan, hipoteza zwrotu do wykupu oraz hipoteza rentownosci do wykupu. Czynnikiem rdznicujacym jest
podejscie do problemu, czy oczekiwania inwestoréw sa jedynym determinantem ksztattu krzywej. Teoria przedstawiona
W niniejszej pracy opiera si¢ hipotezie czystych oczekiwan, ktora jest najbardziej rozpowszechniong jej wersja. Opisy
pozostatych hipotez mozna znalez¢ w pracy: J.C. Cox, J.E. Ingersoll, S.A. Ross, A Re-Examination of Traditional Hypo-
thesis about the Term Structure of Interest Rates, ,,The Journal of Finance” 1981, September, s. 769-799.
1 F 5. Mishkin, Yield Curve, NBER Working Paper, 3550, MA, Cambridge 1990, s. 1.
12 7. Fedorowicz, Funkcjonowanie i zadania bankowosci w procesie przebudowy systemu gospodarczego, Szkota Glowna
Handlowa, Warszawa 1992, s. 127.
13 J.F. Sinkey., op.cit., s. 241.
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. . . , . . . . . , 14,
W literaturze przedmiotu mozna spotkac jeszcze dwa inne zapisy tej zaleznosci™

en, Yh,t _ er“ f1,t+1-“e fl,t+n—1, (2)

yn,t=%(y1,t+f1,t+l+...+fl,n+t—1). (3)

Badania empiryczne, polegajace na prognozowaniu stop za pomoca przedstawianych rownan
1 zestawianiu otrzymanych wynikoéw ze stanem faktycznym do$¢ czgsto wskazuja na niska spraw-
dzalno$é tej koncepcji'®. Podstawe jej krytyki stanowi rowniez zaktadana tu prostota i jednorodno$é
prognozowania terminowych stop procentowych oraz sprzeczno$¢ wobec innych teorii terminowej
struktury stop procentowych'®. Mimo to teoria oczekiwafh wciaz odgrywa fundamentalna role
w wyjasnianiu poziomu stop procentowych i wlasnie na niej opiera si¢ wiele narzedzi opisujacych
funkcjonowanie wspotczesnych rynkéw finansowych.

Druga z wymienionych hipotez, teoria naturalnych preferencji, zwana tez teoria instytucjonal-
nego popytu, przyjmuje za czynnik determinujacy poziom stop procentowych oczekiwania inwesto-
row dotyczace ksztattowania si¢ krotkoterminowych stop procentowych, uzupetnione o premig wy-
nikajaca z czasu trwania lokaty. Za jej autora uwaza si¢ zwykle J.R. Hicksa', chociaz cata koncep-
cja naturalnych preferencji wychodzi znacznie poza omawiany przez niego zakres, ktdry stanowi
tylko jeden z gtownych nurtow tej hipotezy, tj. teorie preferencji ptynnosci. Inne nazwiska, ktorym
zawdzigcza sie obecna postaé tej koncepcji, to R.A. Kessel*®, F. Modigliani i R. Sutch®® oraz E.J.
Kane i B.G. Malkiel®.

Zgodnie z ta teorig inwestorzy posiadaja pewne preferencje czasowe wynikajace z charakteru
ich dziatalno$ci, decyzji w zakresie roztozenia konsumpcji w czasie lub regulacji prawnych. Rezy-
gnacja z preferowanego okresu inwestycyjnego musi zosta¢ zrekompensowana premia, tym wigksza,
im wigksza jest r6znica pomigdzy kontraktowym okresem trwania instrumentu, a wspomnianym
ulubionym horyzontem inwestycyjnym?'. Oprocz dazenia podmiotow rynku do maksymalizacji zy-
skow jako cze$¢ mechanizmu rownowagi uwzgledniona jest wigc takze niepewnos¢ dotyczaca
ksztattowania si¢ wysokos$ci stawek procentowych w przysztoéci, rosnaca wraz z uptywem czasu?.

Relacje pomiedzy stopami krotko- i dlugoterminowymi wyrazaja zapisy™:

Yoot = Py @t Frevas o) @t Freon ot Ly L 4
oM Yot _ gl o o+l e fl,t+n—l+|_n—1’ 5)

Yn,t=%(y1,t+ froci+ a4+ foteno1+ L), (6)

1% K. Jackowicz, Zarzqdzanie ryzykiem stopy procentowej. Metoda duracji, PWN, Warszawa 1999, s. 19.
15 Wyniki takich badan mozna znalez¢ np. w pracach: J.M. Culbertson, The Term Structure of Interest Rates, ,,Quarterly
Journal of Economics” 1957, nr 71, s. 485-517; F.R. Macaulay, Some Theoretical Problems Suggested by Movements of
Interest Rates, Bond Yields and Stock Prices in the United States, NBER, New York 1938.
16 Wyniki badan tych aspektow teorii oczekiwan zostaty opublikowane w 1958 r. przez J. Tobina: J. Tobin, Liquidity Pre-
ference as Behavior Towards Risk, ,,Review of Economic Studies” 1958, nr 76, s. 65-86.
7 7ob. J.R. Hicks, Value and Capital, Oxford University Press, London 1953.
18 7ob. R.A. Kessel, The Cyclical Behavior of the Term Structure of Interest Rates, NBER Working Paper, 91, Cambridge
1965.
¥ Zob. F. Modigliani, R. Sutch, Innovations in Interest-Rate Policy, ,,American Economic Review” 1966, May, s. 178—
197.
2 70b. E.J. Kane, B.G. Malkiel, The Term Structure of Interest Rates: An Analysis of a Survey of Interest-Rate Expecta-
tions, ,,Review of Economics and Statistics” 1967, August, s. 343-355; E.J. Kane, The Term Structure of Interest Rates:
An Attempt to Reconcile Teaching with Practice, ,,Journal of Finance” 1970, May, s. 361-374; B. G. Malkiel, The Term
Structure of Interest Rates: Expectations and Behavior Patterns, Princeton University Press, Princeton 1966.
21 K. Jackowicz, op.cit., s. 20-21.
2 F A Lutz, op.cit,, s. 62.
28 J.F. Sinkey, op.cit., s. 243.
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gdzie:
L — premia za ryzyko.

Dhugoterminowa stopg procentowa okresla si¢ wtedy jako Srednia oczekiwan z krédtkotermino-
wych stop procentowych z danego okresu, a do tego dodaje si¢ jeszcze marzg z tytulu dlugookreso-
wego terminu lokaty.

W ramach teorii naturalnych preferencji miesci si¢ sformutowana przez J.R. Hicksa i czgsto
przytaczana jako zasadnicza koncepcja preferencji pltynnosci. Od opisanego powyzej podejscia rozni
si¢ ona tym, ze odnosi upodobania inwestorow wytacznie do kréotkiego okresu czasu i nie uznaje ich
preferencji dotyczacych zmian stopy reinwestycji. Oznacza to przyjecie zatozenia o zawsze rosnacej
krzywej dochodowosci i dodatnich warto$ciach przyjmowanych przez omawiany wczesniej spread.
Teorie oczekiwan i preferencji ptynno$ci sa czgsto rozpatrywane lacznie i stanowia wzajemne uzu-
peienie swych tresci.

Powstanie i rozwdj preferowanych habitatow zawdzigcza si¢ J.M. Culbertsonowi** oraz S. Ho-
merowi i R.L. Johannesenowi®. Preferowany habitat to taki segment rynku, na ktorym dana instytu-
cja finansowa moze kupi¢ lub sprzeda¢ papiery wartosciowe o terminach zapadalnosci (wymagalno-
éci) odpowiadajacych okresom zmian stawek procentowych juz posiadanych aktywow i pasywow?.
W zaleznos$ci od rodzaju instytucji finansowej preferowanym habitatem moze by¢ rynek papierow
krotkoterminowych (np. dla bankéw posiadajacych gléwnie pasywa krotkoterminowe) lub rynek
papieréw dtugoterminowych (np. fundusze inwestycyjne)®’. Glownym celem instytucji jest utrzy-
manie si¢ na rynku. Aby to osiagnaé, musi ona minimalizowa¢ ryzyko. Metoda zabezpieczania si¢
przed ryzykiem stopy procentowej jest utrzymywanie takiej struktury portfela aktywdéw finanso-
wych, by ich $redni wazony termin zapadalnosci byl mozliwie zblizony do $redniego wazonego
terminu zapadalno$ci pasywow. Inwestorzy, ktorzy dopasowuja terminy zapadalnosci aktywow do
terminow zapadalnos$ci pasywow, ponosza najnizsze ryzyko. W ramach tak okre§lonych warunkow
nie mozna sformutowac postaci funkcyjnej zaleznosci stoép dtugoterminowych od krétkotermino-
wych.

Premia za ryzyko cenowe badz ryzyko reinwestowania jest premia za ryzyko wyjscia danej in-
stytucji finansowej poza bezpieczny dla niej habitat. Oznacza to, ze jezeli aktywa o innych termi-
nach zapadalnosci zapewnia dostatecznie wysoka stope zwrotu, wowczas inwestorzy dostosuja swo-
ja pozycje w taki sposob, aby uwzgledni¢ wigcej aktywow, ktore przynosza wysoki dochod. Premie
wigc pojawiaja si¢ przy tych terminach wykupu, w przypadku ktoérych zaznaczyt si¢ niedostateczny
popyt i sa one konieczne, aby sktoni¢ inwestorow do opuszczenia preferowanego srodowiska. Jezeli
ch¢¢ emis;ji instrumentow dtugoterminowych wyraza wigcej firm w poréwnaniu do liczby inwesto-
row zainteresowanych lokowaniem w takie walory, to instrumenty dtugoterminowe musza zapewnic
odpowiednia premi¢. Podobnie, jesli wiele firm i instytucji przejawia wolg emisji zadtuzenia krotko-
terminowego, a rownoczesnie niewielu inwestoréw chce lokowac w krotkich terminach, to woéwczas
premia wystapi w przypadku instrumentow krotkoterminowych?,

Tak wigc w pewnym sensie teoria preferowanych habitatow ttumaczy ksztatt krzywej docho-
dowosci na tych odcinkach, na ktorych wystepuje Sciaganie jej w dot. Spekulacja na rynku papierow
warto§ciowych jest sita ,,wygladzajaca” ksztalt krzywej dochodowosci. W przypadku jej braku
krzywa miataby ksztalt falisty, obnizajacy si¢ w miejscach, w ktorych popyt na rynkach papierow

24 7ob. J.M. Culbertson, op.cit., s. 485-517.
%5 70b. S. Homer, R.L. Johannesen, The Price of Money,1946 to 1969, Rutgers University Press, Rutgers 1969.
% Okres zapadalnosci dotyczy aktywow i jest to przedziat czasu pomigdzy data analizy a data wplywu naleznoéci do ban-
ku, natomiast okres zapadalno$ci odnosi si¢ do pasywow i jest przedzialem czasu pomigdzy data analizy a data realizacji
przez bank zobowiazan. Oprocz dopasowywania do struktury juz posiadanych aktywdw i pasywow pozycji o odpowied-
nich terminach zapadalnosci i wymagalno$ci mozna jeszcze wykorzysta¢ instrumenty, ktorych okresy przeszacowywania
stawek procentowych odpowiadaja tym terminom.
2T A. Grat, Ryzyko stopy procentowej i instrumenty stuzqce zabezpieczaniu sie przed nim, ,Materialy i Studia”, Zeszyt nr
85, NBP, Warszawa 1999, s. 19.
28 ], Elton, M.J. Gruber, Nowoczesna teoria portfelowa i analizy papieréw wartosciowych, WIG Press, Warszawa 1998,
s. 639.
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warto$ciowych jest relatywnie wigkszy. Hipoteze t¢ uznaje si¢ za koncepcj¢ najlepiej sprawdzajaca
Si¢ W rzeczywistosci.

Pierwotna wersja teorii preferowanych habitatdw nazywana byla teoria segmentacji rynku. Za-
ktada ona, Ze o ksztaltowaniu si¢ stop procentowych w réznych okresach decyduja relacje pomigdzy
podaza i popytem na $rodki finansowe w poszczegdlnych segmentach rynku, a spekulacja na rynku
papierow warto$ciowych nie istnieje ze wzgledu na trudno przewidywalne zmiany stop procento-
wych. W tej sytuacji najwigkszym mankamentem takiej teorii jest odrzucenie mozliwosci substytu-
cyjnosci krétko- i dlugoterminowych instrumentéw dtuznych. W rzeczywistosci bowiem mimo ist-
nienia wyraznych preferencji inwestorow w stosunku do okreslonego segmentu rynku sa oni sktonni
go porzucié, jezeli tylko otrzymaja w zamian odpowiednio wysoka premie®.

Podsumowanie podstawowych zatozen funkcjonujacych w ramach kazdej z zaprezentowanych
teorii przedstawia tab. 1.

Tab.1. Porownanie podstawowych teorii terminowej struktury stop procentowych

Kryterium po-
rownawcze

Teoria
oczekiwan

Teoria
naturalnych preferencji

Teoria
segmentacji rynku

Kluczowa deter-
minanta

Oczekiwane przyszte
krotkoterminowe stopy

Oczekiwane przyszte
krotkoterminowe stopy
procentowe oraz prefe-

Popyt i podaz instrumen-
tow finansowych na

procentowe rencje czasowe inwesto- oddzielnych rynkach
row
Zmienne decyzyj-
ne uwzgledniane
przez podmioty
gospodarujace:
a) dochdd tak tak nie
b) zmiany cen nie tak tak
instrumentow
finansowych
C) zmiany stop nie tak tak
reiwenstycji
Substytucyjnosé
instrumentow doskonata ograniczona brak
finansowych
Relacja miedzy
krotko- 1 dtugo- liniowa formuta wyko- liniowa formuta wyko- nieokreslona
terminowymi rzystujaca oczekiwane rzystujaca stopy termi- (rynki tworza osobne
stopami procen- stopy procentowe nowe segmenty)
towymi

na podstawie oczekiwa-

Wyznaczanie stop | na podstawie oczekiwa- | nych stop procentowych | nie okresla odpowiednie;
terminowych nych stop procentowych oraz premii kompensa- formuty
cyjnej

Zrédio: Opracowanie wiasne na podstawie: K. Jackowicz, op.cit., s. 20-21, J.F. Sinkey, op cit., s. 240 oraz
S.D. Smith, R.E. Spudeck, Interest Rates. Principles and Applications, The Dryden Press, New York 1993, s.

2 F. Modigliani, R. Sutch, op.cit., s. 184.

240.
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Estymacja struktury terminowej stop procentowych

Petna krzywa dochodowosci nie jest obserwowalna na rynku, wartos¢ niektorych wymaganych
stop natychmiastowych mozna uzyska¢, wyznaczajac rentownos¢ dla pewnych grup ptynnych in-
strumentow dtuznych®. Dobierajac instrumenty w grupy, przy konstrukcji krzywej dochodowosci,
przestrzega sig zasady, ze musza one odzwierciedla¢ jednakowa wiarygodno$¢ kredytowa. Grupy te
moga tworzy¢ przyktadowo obligacje skarbowe o tym samym kuponie, wszystkie bony i obligacje
skarbowe o0 stalym oprocentowaniu dostgpne na rynku, jak tez kontrakty depozytowe oraz kontrakty
FRA.

W Polsce czgsto wykorzystuje sig¢ w tym celu bony skarbowe oraz wszystkie obligacje skarbo-
we o stalym oprocentowaniu albo tworzy si¢ krzywa dochodowosci, ktorej terminowa struktura stop
procentowych w okresie do roku budowana jest na bazie stop WIBOR, a dla okresu powyzej jedne-
go roku (najczgsciej jest to przedziat czasowy 1-10 lat) terminowa struktura stop procentowych
tworzg)lna jest na podstawie kwotowan standardowych transakcji zamiany stép procentowych
(IRS)™.

Pierwszym etapem w procesie estymacji jest wyznaczenie rdwnania zerokuponowej krzywej
dochodowosci na podstawie przeksztalcen funkcji dyskontowe;j:

d() = (7)

@+y)'
y(t) =d(t) -1, (8)

gdzie:
d(t) — czynnik dyskontowy kalkulowany dla okresu czasu t;
y(t) — t-letnia natychmiastowa stopa procentowa.

Konstrukcji funkcji dyskontowej towarzyszy zalozenie, ze jest ona ciagla i nierosnaca wzgle-
dem okresu czasu t, co ma na celu unikniecie sytuacji, w ktorej stopy terminowe przybieratyby war-
tosci ujemne®. Jak widaé, struktura terminowa czynnikow dyskontowych i struktura terminowa stop
prcs)ézentowych sa obiektami dualnymi w tym sensie, ze jedna struktura wyznacza rownocze$nie dru-
ga .

Stope zwrotu wyznacza si¢ na podstawie notowanych na rynku instrumentéw. Ze wzgledu na
wspomniang wczesniej niewielka liczebno$¢ zbioru bezkuponowych papierow dtuznych na rynku
polskim wymuszona jest konieczno$¢ wykorzystania wszystkich bonow i obligacji Skarbu Panstwa
o statym oprocentowaniu®',

Rentownos$¢ bonow skarbowych wyznacza krzywa dochodowo$ci na odcinku nalezacym do
rynku pienigznego. Mozna zapisaé ja za pomoca rownania:

y(t) = (% —1)-t, ©)

%0 Oproécz cytowanych pozycji literatury opis metod estymacji krzywej dochodowosci mozna znalezé np. w: J. Campbell,
A. Lo, A. Mackinlay, Econometricof Financial Markets, Princeton, 1997; G. Maddala, C. Rao, Handbook of Statistics
Statistical Methods in Finance, Elsevier, 1996; K. Patterson, An Introduction to Applied Econometrics, Palgrave, 2000.
81 Krzywa stop procentowych zbudowana w gtéwnej mierze na podstawie notowan kontraktow IRS nazywa si¢ zwykle
swapowa krzywa stop procentowych.
%2 7atozenie to jest prawdziwe tylko w przypadku, gdy nie istnieje mozliwo$¢ arbitrazu na rynku.
8 W. Walu$, Duration i wypuktosé w przypadku nieplaskiej struktury stép procentowych, ,,Rynek Terminowy” 2001, nr 4,
s. 101-102.
% Jest to sprzeczne z zalozeniem o tzw. homogenicznoéci instrumentéw dhuznych wykorzystywanych do konstrukcji
krzywej dochodowosci. Mowi ono o takim doborze warto§ciowych papierow procentowych, by réznity si¢ one jedynie
czasem pozostajacym do wykupu. Istniejace na polskim rynku obligacje o statym oprocentowaniu charakteryzuja si¢ zroz-
nicowana wysokoscia kuponow, stad otrzymana na ich podstawie krzywa jest wewngtrznie niespojna.
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gdzie:

y(t) — rentowno$¢ bonu skarbowego stanowiaca t-okresowa zerokuponowa stopg procentowa;
t — czas pozostaty do terminu wykupu bonu skarbowego (wyrazony w latach);

N — warto$¢ nominalna bonu;

P — cena ustalona na przetargu w dniu zakupu.

W pozostatym przedziale czasowym, tj. okresie powyzej jednego roku, stopy zerokuponowe
uzyskiwane sa z kwotowan obligacji skarbowych o stalym oprocentowaniu, przy wykorzystaniu
formuty ich wyceny. Dla obligacji zerokuponowych stopa rentowno$ci wyznaczana jest bezposred-
nio z wzoru:

y(t) = (%jt 1, (10)

gdzie:

y(t) — rentowno$¢ obligacji zerokuponowej;
t — czas pozostaty do terminu wykupu;

N — warto$¢ nominalna bonu;

P — warto$¢ rynkowa obligacji.

Bardziej skomplikowane jest wyznaczanie stop zerokuponowych na podstawie notowan cen
kuponowych obligacji skarbowych. Wykorzystuje si¢ tu tzw. metode bootstrapingu, thumaczona tez
jako metoda ,,samouzgodnienia”. Zgodnie z nia estymacja opiera si¢ na zatozeniu, ze kazda obliga-
cje kuponowa mozna potraktowac jako portfel obligacji bezkuponowych o terminach wykupu przy-
padajacych na daty platno$ci instrumentu. Podstawowa trudno$¢ polega tu na wyznaczeniu stop
zwrotu w terminie do wykupu, wymaga ono zapisania rGwnania biezacej wartosci ciagu platnosci:

p:iNk.(u%)_t +N -(1+%j_m, (11)

t=1

gdzie:

k — stopa oprocentowania kuponu;

N — warto$¢ nominalna obligacji;

P — warto$¢ rynkowa obligacji;

y(t) — stopa zwrotu terminu wykupu t;

m — ilo§¢ przeprowadzanych w ciggu roku kapitalizacji.

Zapisane w ten sposob rownanie ceny obligacji nalezy przeksztatci¢ tak, aby otrzymaé¢ wyma-
gang stope zerokuponowa r. Kolejne stopy zerokuponowe o odpowiadajacych im terminach zapa-
dalnos$ci, wyznaczane ta droga dla roznych obligacji stanowia odpowiednie punkty krzywej docho-
dowosci.

Estymacja krzywej dochodowosci na dalszym etapie pracy moze przebiegaé w oparciu o jedna
z dwdch podstawowych metodologii: pierwsza z nich opiera si¢ na szacowaniu struktury terminowej
stop procentowych poprzez ekstrakcje i wygladzanie danych uzyskanych na podstawie notowan cen
rynkowych instrumentow dtuznych, natomiast druga ujmuje ceny aktywow finansowych za pomoca
procesoOw stochastycznych, tworzac modele czasowej struktury stop procentowych w kontekscie
zatozenia, ze rynek zachowuje stan rownowagi badz tez nie istnieje na nim mozliwo$¢ arbitrazu®.

Pierwsza z mozliwych drég okresla momenty w czasie t = 1, 2,..., n, dla ktorych stopy zeroku-
ponowe sa zwane na podstawie kwotowan na rynku mianem we¢zlow krzywej dochodowosci. Prze-

35 T. Dacewicz, E. Radkowska, Terminowa struktura stdp procentowych, ,,Nasz Rynek Kapitatowy” 1999, nr 8, s. 42.
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dtuzeniu krzywej stuza metody ekstrapolacji, natomiast aby wypetni¢ pozostala przestrzen pomigedzy
danymi i uzyska¢ odpowiednia gltadkos¢ krzywej, wykorzystuje si¢ zwykle interpolacj¢ liniowa,
chociaz stosowane w tym celu programy komputerowe czasami odwotuja si¢ do innych jej rodza-
jow, np. interpolacji logarytmicznej, kwadratowej czy szesciennej.

Druga grupa metod w zakresie estymacji krzywej dochodowosci polega na poszukiwaniu od-
powiednio dobranej postaci funkcji dyskontowej d(t), ktora moze znalez¢ zastosowanie w rownaniu
krzywej dochodowos$ci. Sposobem na uzyskanie obrazu czasowej struktury stop procentowych jest
zastosowanie funkcji sklejanych. Metoda ta polega na podzieleniu krzywej rentownos$ci na kilka
segmentow i dobraniu dla nich odrgbnych form funkcyjnych, ktore najlepiej aproksymuja ja w przy-
jetych przedziatach, takich, ze ich pierwsze pochodne liczone w ustalonych weztach zachowuja toz-
samos¢®.

Przyktadem tej metody estymacji krzywej dochodowosci jest model taczonych wielomianow,
ktorego tworca jest J. H. McCulloch®. Postaé krzywej dochodowosci w poszczegdlnych przedzia-
tach czasowych tworza tu wielomiany potaczone ze soba kombinacja liniowa:

k
d(t) =1+ afi(t), (12)
=1

gdzie:
fj(t) — j-ty wielomian;
a; — parametr j-tego wielomianu.

Krzywa dochodowosci estymowana w ten sposob wykazuje si¢ bardzo dobrym dopasowaniem
postaci funkcyjnej do obserwowanych rentownosci instrumentéw finansowych, jednak nalezy
stwierdzi¢, ze prowadzi to do zbyt duzej elastycznosci tej krzywej, co oznacza oscylacje wokot
prawdziwej funkcji dyskontujacej i automatyczne znieksztalcenie obrazu krzywej dochodowosci
wyznaczonej ta metoda.

Problem ten zostal czgSciowo rozwiazany w kolejnych rozwinigciach modelu proponowanych
przez M. Fishera, D. Nychka i D. Zervosa®, wprowadzajacych ograniczenie elastycznosci, oraz D.F.
Waggonera®, ktory dopuszcza przyjmowanie przez krzywa dochodowosci roznych rozmiaréw ela-
styczno$ci w jej poszczegdlnych segmentach. Krzywa rentowno$ci tworzona ta droga posiada wigk-
sza elastyczno$¢ w przedziatach czasowych zapadalnosci krotkoterminowych instrumentéw finan-

% Rodzaje przyblizen, ktorymi mozna sie postuzy¢, wykorzystujac interpolacje na podstawie standardowych stop zeroku-
ponowych oraz odpowiadajace im wartosci czynnikoéw dyskontowych, obliczanych na bazie réznych rodzajow kapitaliza-
cji oraz wynikajace z ich zastosowan implikacje, omowione sa w artykutach: W. Walus, Nota o interpolacji czynnikow
dyskontowych, ,,Rynek Terminowy,, 2001, nr 1, s. 118-122; W. Walus, Duration i wypukios¢ w przypadku nieplaskiej
struktury stop procentowych op.cit., s. 100-107.
%7 problematyka estymacii struktury terminowej stop procentowych w warunkach rynku polskiego podejmowana byta
w nastepujacych pracach: E. Gurazdowski, Wykorzystanie modelu zmiennej sztywnosci krzywej stop terminowych do przy-
blizania krzywej rynku pienieznego, ,,Bank i Kredyt” 2003, nr 2, s. 87-92; P. Kliber, Estymacja struktury terminowej stop
procentowych w Polsce, ,,Bank i Kredyt” 2009, nr 1, s. 109-126; M. Marciniak, Yield Curve Estimation at the National
Bank of Poland, ,,Bank i Kredyt” 2006, nr 10, s. 52—74; M. Stamirowski, Jednoczynnnikowe modele Vasicka oraz CIR —
analiza empiryczna na podstawie danych z polskiego rynku obligacji skarbowych, ,,Bank i Kredyt” 2003, nr 7, s. 35-46;
M. Stamirowski, The Polish Term Structure Versus Its Core Market Counterparts — A Comparative Analysis, [w:] W.
Milo, G. Szafranski (red.), Financial Markets.Principles of Model ling, Forecasting and Decision-Making, £.6dZ Universi-
ty Press, £.0dz 2007; M. Swigton, Terminowa struktura dochodowosci skarbowych papieréw wartosciowych w Polsce w
latach 1998-2001, ,Materiaty i Studia”, Zeszyt nr 150, NBP, Warszawa 2002; 1. Stepniak, J. Zielinski, Estymacja i inter-
pretacja zerokuponowej krzywej dochodowosci, ,,Materiaty i Studia”, Zeszyt nr 108, NBP, Warszawa 2000; U. Ziarki-
Siwek, Czasowa struktura stop procentowych w $wietle wybranych teorii ekonomicznych, ,,Ruch Prawniczy, Ekonomiczny
i Socjologiczny” 2003, nr 2, s. 145-162.
38 Zob. J.H. McCulloch, Measuring the Term Structure of Interest Rates, ,,Journal of Business” 1971, nr 8, s. 811-830.
39 7ob. M. Fisher, D. Nychka, D. Zervos, Fitting the Term Structure of Interest Rate with Smoothing Splines, Finance and
Economics Discussion Series, Federal Reserve Board, Washington 1995.
0 7ob. D.F. Waggoner, Spline Method for Extracting Interest Rate Curves from Coupon Bond Prices, Federal Reserve
Bank of Atlanta, Atlanta 1997.
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sowych, co umozliwia dobre jej dopasowanie do danych empirycznych w tych sektorach, a mniejsza
elastyczno$¢ w przedziatach czasowych zapadalnosci instrumentéw dtugoterminowych, dzigki cze-
mu osiaga si¢ stabilno$¢ estymowanych wielkosci.

Metoda taczonych wielomianéw pozwala na otrzymanie bardzo doktadnego przyblizenia krzy-
wej dochodowosci, utrudnieniem, ktoére ogranicza jej stosowanie, sa problemy z ustaleniem liczby
oraz potozenia punktow weztowych.

Inne podejscie do estymacji krzywej czasowej struktury stop procentowych, polegajace na wy-
korzystaniu chwilowej krzywej forwardowej, reprezentuja Ch.R. Nelson i F. Siegel*'. Posiada ono te
przewage nad poprzednimi metodami, ze szacowanej funkcji nadaje si¢ wlasnosci asymptotyczne,
co skutkuje mozliwosciami jej ekstrapolacji. Zwiazek chwilowej krzywej forwardowej z krzywa
dochodowosci mozna przedstawi¢ za pomoca réwnania:

1t
y@=;!ﬂ0m, (13)

gdzie:
f(t) — chwilowa stopa procentowa;
t — lata do zapadalno$ci instrumentu finansowego.

2Wstawiaja(c za f(t) funkcje chwilowej forwardowej, otrzymujemy posta¢ krzywej dochodowo-
, 42,
$ci™
t
- t
1+ f2)l—-e * —
y) = por BTINED) g, o7 (14)

T

gdzie:
Bo, B1, B2, T — parametry estymowanej krzywej.

Powyzsze wzory opisuja posta¢ funkcyjna krzywej dochodowosci, zaktadajac wykorzystanie
kapitalizacji ciaglej. Aby przejs¢ od nich do obrazu czasowej struktury stop procentowych o kapita-
lizacji dyskretnej, nalezy dokona¢ przeksztatcenia zgonie z zapisem™:

y =exp(y) - 1, (15)
gdzie:
Yy — stopa przy kapitalizacji ciaglej.

Ksztalt krzywej dochodowos$ci tworzonej wedtug propozycji Ch.R. Nelsona i F. Siegela okre-
t

t — .
Slaja trzy estymowane parametry: f2-(—)-(€ 7) — jest determinanta krzywej dochodowosci
T

41 7Zob. F. Siegel, Ch. R. Nelson, Long-Term Behavior of Yield Curves, ,,Journal of Financial and Qualitative Analysis”
1998, nr 1, s. 80-83.

2 postaé funkeyjna krzywej dochodowosci powstaje w wyniku wstawienia do jej rownania zapisu okreslajacego chwilowa
krzywa forwardowa i przeprowadzenia odpowiednich przeksztatcen upraszczajacych. Sama chwilowa krzywa forwardowa
ma posta¢ rOwnania:

f(t):ﬂo+ﬂ1Ae% +ﬂ2.[£)- e%

1. Stepniak, J. Zielinski, Estymacja i interpretacja zerokuponowej krzywej dochodowosci, Materialy i Studia”, Zeszyt nr
108, NBP, Warszawa 2000, s. 10.
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t
w krotkim przedziale czasu, f1-€ 7 okreSla jej polozenie i ksztalt w Srednim przedziale czasowym

zapadalnosci instrumentéw finansowych, natomiast o determinuje obraz krzywej dochodowosci
w jej ,.krotkim” koncu™. Dodatkowymi whasnosciami modelu sa asymptoty funkcji opisujacej krzy-
wa dochodowosci:

lim y(®) = 4o
limy(t) = Bo+ B

Oznacza to, ze stopa procentowa instrumentu o bardzo dlugim terminie zapadalnosci
(M—o0) dazy do wartos$ci okreslanej przez parametr Bo, natomiast
w bardzo krotkim okresie czasu (M — 0) jest to warto$é By + B1. Za wielko$é te czesto przyjmuje
si¢ stope procentowa kontraktu O/N.

Jezeli graficznym obrazem struktury terminowej stop procentowych jest prosta
0 nachyleniu dodatnim lub ujemnym, to zastosowanie tej metody szacowania krzywej dochodowosci
pozwala na osiagnigcie poprawnego odzwierciedlenia procesow zachodzacych na rynkach finanso-
wych, natomiast w przypadku bardziej ztozonego ksztattu struktury terminowej stop procentowych
zbyt niska elastycznos¢ tego modelu uniemozliwia otrzymanie prawidtowych wynikow. Jednak fa-
twos¢ estymacji, mozliwo$¢ prostej interpretacji ekonomicznej oraz ekstrapolacji na terminy zapa-
dalnosci nieobserwowalne na danym rynku przyczynity si¢ do upowszechnienia modelu Nelsona
i Siegela, ktory stanowi jedna z najczesciej wykorzystywanych przez banki centralne metod estyma-
¢ji krzywych dochodowosci®.

W latach 1994-1995 L. Svensson najpierw sam, a nastgpnie w 1996 r. wspdlnie z M. Dahlqu-
istem, zaproponowal nast¢pujace rozwinigcie modelu Nelsona i Siegela, majace na celu poprawe
elastycznosci otrzymanej funkcji®:

(Bt p)(L—e *)
t

1-¢=
t

t t
—p2.€ 4 B3-(———e ) (16)
T1 T2

Krzywa dochodowosci otrzymana ta droga posiada takie same mozliwos$ci ekstrapolacyjne jak
metoda Nelsona i Siegela, dodatkowo elastyczno$¢ funkcji estymowanej w ten sposob jest wigksza
w poroéwnaniu z modelem oryginalnym, co jest bardzo przydatne w przypadku wystapienia stosun-
kowej ztozonosci struktury terminowej stop procentowych®’.  Wszystkie opisane powyzej sposoby
estymacji krzywej dochodowosci posiadaja swoje wady i zalety; zostaly one porownane i zestawio-
ne ze soba w tab. 2.

y(t) = Bo+

4 M. Stamirowski, Empirical Application of the ,, Nelson and Siegal ” Parsimonious Zero-Coupon Yield Curve Model,
,Materiaty i Studia”, Zeszyt nr 16, NBP, Warszawa 1999, s. 7.

“ Por. I. Stepniak, J. Zielinski, op.cit., s. 11.

%6 Zob. L.E.O. Svensson, Estimating and Interpreting Forward Interest Rates: Sweden 1992-1994, National Bureau of
Economic Research, Cambridge 1994, L.E.O. Svensson, Estimating Forward Interest Rates with the Extended Nelson &
Siegel Method, ,,Quarterly Review” 1995, nr 3, s. 30-35 oraz M. Dahlquist, L.E.O. Svensson, Estimating the Term Struc-
ture of Interest Rates for Monetary Policy Analysis, ,,Scandinavian Journal of Economics™” 1996, nr 1, s. 21-35.

4" Chwilowa krzywa forwardowa w ujeciu Svenssona wyrazona jest rownaniem:

t t t
f(t):ﬂo+lgl.e_r1 +ﬂ2-£-e_” +ﬁ3-l-e_”
T1 T2 )
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Tab. 2. Poréwnanie podstawowych metod estymacji terminowej struktury stép procentowych

Kryterium porow- MOde.I . Model Model
faczonych wielomia- .
nawcze . Nelsona-Siegela Svenssona
now
Podstawy teore- niie tak tak
tyczne
b. duze,
. zastosowanie nieliniowej
duze, R
matle, metody najmniejszych

Problemy z esty- zastosowanie nieliniowej

estymacja na podstawie kwadratow,

macja o PUUSHE metody najmniejszych o ’
regresji liniowej kwadratow wigcej pargme.t.row do
0szacowania niz w me-
todzie Nelsona-Siegela
Dopasowanie do 1093 WYStepOwad
danych obserwo- £ Wystep dos¢ duze duze

znaczne rozbieznos$ci
wanych w praktyce

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie: P. Kliber, Estymacja struktury terminowej stop procentowych
w Polsce, ,,Bank i Kredyt” 2009, nr 1, s. 118-119.

Oprocz cech wymienionych w tej tabeli warto rowniez wspomnie¢ o dwoch innych wadach od-
noszacych si¢ do kazdej z tych metod. Po pierwsze, metody te charakteryzuja si¢ tzw. niespdjn0oscia
czasowa. Chodzi o to, Ze jezeli struktura terminowa stop procentowych w momencie t jest opisywa-
na np. przez model Nelsona-Siegla, a dynamika stop procentowych dana jest modelem HIM, to
rozwiazanie w dowolnym momencie s > t nie ma juz postaci funkcji Nelsona-Segla. Rzecz ta doty-
czy rowniez dwoch pozostatych modeli. Druga wada wiaze si¢ problemami praktycznymi napotyka-
nymi przy estymacji krzywej. Wymaga ona bowiem czg¢sto wprowadzenia dodatkowej zmienno$ci
1 w efekcie zmienno$¢ estymowanej stopy procentowej dla danego okresu jest wyzsza niz zmiennos¢
stopy otrzymanej w inny sposob, np. metoda bootsrapingu. Jezeli uzyskana krzywa bedzie nam stu-
zy¢ do oceny ryzyka czy wyceny jakis instrumentéw, to moga pojawié sie tu bledy*,

Jako ze estymacja krzywej dochodowosci, przeprowadzona w oparciu o te same dane, ale wy-
korzystujaca odmienne metody, moze prowadzi¢ do powstawania roznic w wyniku, stad dla jej
uwiarygodnienia wskazane jest wykorzystanie kilku modeli, a nastgpnie poréwnanie ich rezultatow.
Podstawowa miara pozwalajaca oceni¢ dopasowanie krzywych do danych empirycznych jest
wskaznik RMSE:

RMSE = , (17)

gdzie:

P¢— ceny teoretyczne;
P; — ceny obserwowane;
n — liczba obserwacji.

Kryterium optymalizacyjnym jest wigc wielko$¢ zdefiniowana jako pierwiastek z sumy kwadra-
tow bledow, czyli roznic miedzy wartoscia zadang (wzorcowa) a wartoscia otrzymana na wyjsciu
w przeliczeniu na jednostke obserwacji. Poniewaz estymowana krzywa powinna przebiega¢ maksy-
malnie blisko obserwacji rzeczywistych, poszukuje si¢ takiego modelu, dla ktérego btad mierzony
RMSE jest jak najnizszy.

8 p. Kliber, op. cit., s. 118-119.
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Zakonczenie

Przeprowadzone rozwazania wykazaly, iz zagadnienie struktury terminowej stop procentowych
jest zasadniczym problemem o charakterze teoretycznym i praktycznym. Przedstawione teorie ter-
minowej struktury stop procentowych pozwalaja na zidentyfikowanie i zrozumienie czynnikoéw ja
ksztattujacych. W kazdej z omawianych teorii owe determinanty zostaja przedstawione w nieco inny
sposob, a poznanie i poréwnanie ich ze soba pozwala uzyska¢ petniejszy obraz wzajemnych zalez-
nos$ci. Z kolei opisane modele estymacji krzywej dochodowos$ci pozwalaja bezposrednio na jej kon-
struowanie.

Efektywne rozpoznanie krzywej dochodowo$ci ma fundamentalne znaczenie w sferze ekonomii
i finanséw. W strukturze terminowe;j stop procentowych zawarte sa bowiem informacje o oczekiwa-
niach inflacyjnych, a krzywa dochodowosci jest wykorzystywana przez bank centralny do kontrolo-
wania poziomu inflacji. Stawki procentowe ja tworzace stanowia rowniez istotne parametry przy
zarzadzaniu dtugiem publicznym. Ponadto znajomo$¢ terminowe;j struktury stop procentowych sta-
nowi klucz do sukcesu w procesie wyceny instrumentéw finansowych oraz zarzadzania ryzykiem
finansowych, a w szczegdlnosci ryzykiem stopy procentowe;.
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